Capitulo 4
DETERMINANTES

Notacao:
Sejam A uma matriz de ordem n (n>2) e i,j€{1,....n},
denotamos por
A(il)

a matriz que resulta de A se retirarmos a linha / e a coluna j.
Exemplo:

1 0 2]
Sendo A = 4 -1 3 |, entdo

| -3 -2 5

4 3 0 2
O B e

Determinante de uma Matriz

Seja A=[aij] uma matriz quadrada de ordem n.

Chama-se determinante de A ao nimero: —~ | det A ou |A|

®Sen=1 entio

det A = a11.-
® Se n =2, entio
A= |
— | 3 det A = 311379 — a1ran1.
Y%

® Se n =3, ent3o det A =7



® Se n =3, entio

Regra de Sarrus

a11 19 a13
A= | as ap as

| a31 a3z asg |

det A =

(11320333 + a12a23a31 + a13a21a32) — (311323332 + a12a21a33 + a13az1an

e Sen>1, entao

det A = ay(—1)" 1 det A(1|1) + ... + a1n(—1)1 " det A(1]n)

=Y aii(—1)" det A(1)0).
=1

Exerciciol:
Qual o determinante de cada uma das matrizes quadradas?
10 =1
I 2
A = 0 B=1|2 -2 4
‘ 0 0 3
01 0 —1]
1 2 =2 4
“=1oo0 0 3 _
01 1 0

0(—1)!*tdet A(1[1) + 1(—1)1T2det A(1]2)+
+0(=1D)"3det A(1|3) + (=1)(=1)"*det A(1]4) =-3



Teorema de Laplace
Outras formas de calcular o determinante de um matriz quadrada:

Definicao:
Seja A uma matriz de ordem n, com n > 2. Chamamos complemento
algébrico do elemento da posicio (/,/) de A, e denotamos por A;;, ao

elemento — —
Aij = (—1)’+J’ det A(ilj).
Exemplo:
1 0 2
Sendo A = 4 —1 3 |, entao
| -3 -2 5 |
A — 142 _ 2| 4 3| _ _
12 = (—1)"""det A(1]2) = (-1) 4 g | = (0+9)=-29

Teorema:

entao

Q detA=a A +...+a, A = Zle aijkj.

det A= ayAk+... 4 akAnk = .1 aiAik ﬁ

Calculo do deteminante usando a k-ésima linha
Calculo do deteminante usando a k-ésima coluna

Observacao:

e A definicao de determinante de uma matriz quadrada A é o
desenvolvimento do determinante, usando o Teorema de Laplace,
através da primeira linha da matriz A.
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e Na pratica, escolhemos a linha ou a coluna da matriz que tenha maior

nimero de zeros, pois teremos menos parcelas.

Exemplo: l

"1 0 —1°
A=12 -2 4
0 0 3 |e—

Pela terceira linha temos

det A = 0A3; + 0As; + 3As3 = 3(—1)>T3 det A(3|3)

= 3(=1)3*3 ; _02 =3(—2-0)=—6

ou, pela segunda coluna

det A = 0Ar — 2Ax + 0A3 = —2(—1)2+2det A(2]2)

= —2(=1)*"? é _31 ‘:—2(3—0):—6

Consequeéncia do teorema de Laplace:

(1)

Seja A uma matriz de ordem n com uma linha ou uma coluna nula, entao
det A= 0.

o

Seja A uma matriz de ordem n, entdo det Al = det A.

Proposicao:

Seja A uma matriz de ordem n, triangular superior (respectivamente,
triangular inferior), entao o determinante de A € o produto dos elementos
da diagonal principal

Dem:



Determinantes e transformacoes elementares

O Teorema seguinte mostra as alteracoes que as transformacoes
elementares nas linhas de uma matriz de ordem n, provocam ao seu
determinante.

Teorema:
Seja A uma matriz de ordem n. Entao

® Se B ¢ a matriz que resulta de A multiplicando uma linha de A pelo
escalar k,

det B = k det A.

® Se B é a matriz que resulta de A trocando duas linhas de A,

det B = —det A.

e Se B é a matriz que resulta de A somando um multiplo de uma linha
de A a uma outra,

det B = det A.

Proposicao:
Se C é uma matriz de ordem n com duas linhas iguais, entao det C = 0.

Partindo de uma matriz A, através de transformacoes elementares,
conseguimos obter uma matriz triangular (cujo determinante € o produto
dos elementos da diagonal principal), usando o Teorema anterior, temos o
determinante da matriz A.

Exemplo:

0 2 3]
SejaA=|1 0 2

| 2 4 6 |




0 2 3| 2 4 6 _ 1 2 3
Al=|10 2|, —|1 02}, ., —2/10 2
2 4 6 0 2 3 : 0 2 3
B 1 2 3 B 1 2 3
b (h=h) 210 -2 -1 b (h+h) 2|0 -2 -1 |=-2(-4)=8
0 2 3 0 0 2

Determinantes e matrizes invertiveis

Teorema:
Seja A uma matriz quadrada.
A é invertivel se, e so se, det A £ 0.

Dem:

Definicao:
Seja A = [aj] uma matriz quadrada de ordem n, com n > 2.
Chamamos matriz dos complementos algebricos de A a matriz dos seus

complementos algébricos e denotamo-la por A.

Definicao:
Chamamos adjunta de A a matriz transposta da matriz A e denotamo-I:
por adi A. isto é,

(adj A) = AT

Exercicio2: Determinar a matriz dos complementos algébricos e a
matriz adjunta de

0

1 0°
A= 2 3
0 1|

—1
| 2



Proposicao:
Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao

1. Aadj A = (det A)l,.
. Se A é invertivel, entao A~1 = detﬂadf A.

0O 1 O
N A= -1 2 3
Exercicio3: Determine a inversa da matriz 2 0 1

Sistemas de Cramer

Definicao:
Consideremos um sistema de n equacoes a n incognitas, na forma

matricial AX = B. Se A for invertivel, r(A) = r([A|B]) = n e o sistema €
possivel e determinado, dizemos que temos um Sistema de Cramer.

Teorema: (Regra de Cramer)

Seja AX = B um sistema de n equacoes a n mcogmraS
tal que, A é invertivel. A tnica solucao do sistema é

det Ay . _ det A,
det A’ T det A
em que A; é a matriz que resulta substituindo a j-ésima coluna de A por B.

X1 —

Exemplo: Considere o sistema
3x+3y+z=4

X+2y —z=0

2X+y+2z=3
3 3 1 | [ 4
A=1|1 2 -1 B=10




3 3
A=11 2 -1 B=|20
2 1 1 3

Porque det A = —3 £ 0, entdo A é invertivel.
Pelo Teorema,

4 3 1 34 1
0 2 -1 1 0 -1
31 1 213 1
X = — —1, y= 3 =0
3 314
1 2.0
2 13
zZ = — =1

Determinante do produto de matrizes

Teorema:
Seja E uma matriz elementar de ordem n e A uma matriz de ordem n.

Q@ Se E se obtém multiplicando uma linha de I,, por k, entao

det E =k g det(EA) = det E. det A.

@ Se E se obtém trocando duas linhas de I,,, entdo
det E = —1 e det(EA) = det E. det A.

@ Se E se obtém somando um multiplo de uma linha de |, a outra
linha, entdo

detE =1 e det(EA) = det E. det A.




Teorema:
Sejam A e B duas matrizes de ordem n. Entao,

det(AB) = det A. det B.

Teorema:
Seja A uma matriz de ordem n. Se A é invertivel entao

1
_]_ L
det A~ = Tt A

Questao: E o determinante da soma de matrizes igual a soma dos
determinantes? Isto &,
det (A+B)=det A+ det B?

Interpretacao geomeétrica de determinantes 2x2

Proposicao:
Se A é uma matriz de ordem 2, entdo |det A| é a drea do paralelogramo
determinado pelos 2 vectores de R? que representam as matrizes colunas

de A.

a1 912 x .
Dem. Se A= { 2 entdo os vectores, de R? que correspondem s
21 A

colunas de A, serao

U= (311f 321) € V = (31& 322)+
Vamos supor que os vectores ndo sdo miltiplos um do outro. Pois caso sejam
miltiplos um do outro, entdo a area do paralelogramo € zero e também det A = 0.

_____ N

v — ||t.-‘||5€?1(f3}}/
0 S

u

Sabemos que a area do paralelogramo é
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area = base x altura = ||u||||v||sen(#)

em que @ é o angulo formado por v e v. Assim,
(drea)> = [lullPllv|sen(8) = [[ulPl[v]A(1 — cos*(8))

= (JulPIvIP) = (Jull?v]Pcos®(8))

= ulPIVIP = (u]v)?

(af1 + a31)(a%s + a%) — (a11312 + az1a22)°

at13% + 33131, — 2(a11312) (a21322)

= (anan — a1an)’

= (det A)?.
Donde, | det A| =area. -

Exemplo:
A area do triangulo de vértices A =(-5,4), B =(3,2), C =(-2,-3)

—

pode ser calculada tendo em conta que AB = (8,-2) e AC = (3,-7)

formam 2 lados do triangulo. Assim, pelo que mencionamos anteriormente,
A

A(-S,% A(-5,4)
B (3,2 w

B (3,2)

NN

1| 8 3 1
\‘_2 _7‘\_§|—56+6\—25.
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Produto externo e misto de vectores de R3

Definicao: .
Sejam u = (uy, Uy, u3) € v = (v1, va, v3) vectores de R>. Designa-se por

produto externo (ou produto vectorial) de u por v e denota-se por u x v,
o vector de R definido por

U XV =_(Upvz — uzvp, U3y — U1V3, U1Vy — UpVy).
Obs: "Mnemodnica”

Vectores canénicos de R*: e = (1,0,0), e = (0,1.0), e3 = (0,0,1).
Qualquer vector de R? é combinacio linear de ey, ey, e3.

Por exemplo: (4,3, —2) = 4e1 + 3y — 2e3. /

Uu» Uz
V2 3

U Uz
Vi 3

u,
Vi V2

U Uz U Ui up
uxyv = e1 — e + €3
/ Vo V3 Vi V3 1 V2
’ e e €3
— U U Uz
Vi Va2 V3

Exercicio4: Determine o produto externo dos vectores

u=(1,0,2), v=(0,-1,0)

Das propriedades dos determinates conclui-se:
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Proposicao:
Sejam u, v, t vectores de R® e o um escalar. Ent3o:
. uxv=—(vxu) 2. (uxv)ju=(uxv)lv=_0
3. a(uxv)=(au) xv=ux(av)
b (u+v)xt=(uxt)+(vxrt)

=

hotx(u+v)=(t xu)+ (txv)

Proposicao:
Sejam u e v vectores ndo nulos de R® e seja 8 o ngulo formado por u e v.

|ux v|| = ||u||||v| sen() = drea do paralelogramo de lados adjacentes u e
V.

Dem. Como 0 < < 7 vem que sen(f) = /1 — cos?(#). Assim,
(ulv)
lullllvisen(t) = [ullllv]]v/1— cos?(8) = ||ull|Iv II\/l ||U||||| E
= VIulP[v]? = (u]v)?

= \/(uf +us + u3)(vE+ v+ v2) — (vt + tava + U3v3)

= \/(Ug\fg, —u3)? + (U3vy — 1y v3)? + (v — thvy)?
= |luxv].
Exemplo:
A drea do tridngulo de R? de vértices P; = (2,2,0), P, = (—1,0,2)
P3; = (0,4,3) € metade da drea do paralelogramo de lados adjacentes
PiPy=(-3,-2,2) e P1Ps = (=2,2,3).

€1 e €3
PPy x P1P3=| -3 -2 2 | = —10e + 5e, — 10e3 = (10,5, —10)
-2 2 3

vem que a area do triangulo é

1 7 > 1 . 15
SI1PP2 x PyPs|| = 5100 + 25 + 100 = —
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Volumes de paralelepipedos

Dados 3 vectores de R? com o mesmo ponto inicial e direcgdes
distintas, u, v, t, estes definem um paralelepipedo P.

A

uw = v

]
e

u

O seu volume é dado por

Vol(P)= Area da Base x alura(h) |  Area da Base= ||u x V||
h=7?
u x v éperpendicular a uea v } =

6 o angulo formadopelos vectores u x v et

= h=|t][|[cos(0)]

Conclusao:

Vol(P)=||u x v||[t][[cos(8)| = |[|lu > vi][[t]|cos()] = |(u x v)]t

Definicao:
Dados 3 vectores u, v, t de R?, chamamos produto misto dos vectores v,

v e t a0 numero real
(u x v)|t.
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Obs: "Mnemonica”
se u=(uy,up,u3z), v=_vi,vo,v3) et = (1,1, 3)

Ur U3 U U3 thy U
(U X V)‘t = ( — ‘(tl, [o, Ig)
2 3 Vi V3 Vi W
Up U3 Uy U3 up uz
= 0 — + 13
Vo V3 Vi 3 Vi w2
1 [ 13
= uy Uy Uz
Vi Vo V3
Exemplo:

Determine k por forma a que o paralelepipedo de lados u = (2, k, 2),
v =(0,4,-2), t = (5,—4,0) tenha volume igual a 4.
Ora,

5 —4 0
(uxv)tf = || 2 k 2 |]
0 4 -2
= | — 10k — 40 — 16| = | — 10k — 56| = 4,
entao,
—(—10k —56) =4 ou (—10k —56) = 4.
Donde,

k = —5.2 ou k = —6.
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Valores Proprios e Vectores Proprios de uma Matriz

Definicao:
Sejam A uma matriz de ordem n e A\ um escalar:

1. A diz-se um valor proprio de A, se existir uma matriz coluna X,
n x 1, nao nula, tal que AX = A\ X.

2. Se A é um valor préprio de A, cada matriz coluna, ndo nula, X, tal

que AX = AX é denominada vector proprio de A associado a .
Exemplo:

Sendo A = [

1 —1

0 5 :|, temos que

Vector proprio
associado a 2

I_L\
1 —1 4 7 4
0 2 4 | 79| -4
Valor
Proprio

Como Determinar os Valores Proprios de uma Matriz?

A serd valor proprio da Matriz A se a equacgéo

AX = A X
tiver solucdes ndo nulas, ou equivalentemente, se o sistema

..........
- ~
~
.

-:;(\)\!,, — A)X =0 (BX=0, sistema homogéneo)

for possivel e indeterminado. Assim a matriz do sistema tem de
ser nao invertivel, ou seja,

det(\, — A) = 0.
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Definicdo: Seja A uma matriz de ordem n.

Chama-se polindmio caracteristico de Aao polindmio

pa(N) = det(\, — A).

Proposicao:
Sejam A uma matriz de ordem n e A um escalar. As seguintes afirmacoes
sao equivalentes:

1. A é valor proprio de A.
2. det(A,—A) =0.
3. A € raiz do polindmio caracteristico de A.

4. O sistema homogéneo (A, — A)X = 0 € possivel e indeterminado.

ExercicioS: Determinar os valores proprios de

1 1
Sl gy
Definicao:

Sejam A uma matriz de ordem n e o um valor proprio de A, designamos
por_multiplicidade algébrica do valor préprio o e denotamos por

ma( ),
o numero de vezes que « aparece como raiz de pa(A) (polindmio
caracteristico de A).

Obs: pa() é polinémio de grau n. Logo tem n raizes (reais ou
complexas, eventualmente algumas repetem-se). Se

1, (D, ..., (kg

forem os valores proprios distintos entao

ma(a1) + ma(az) + ... + ma(as) = ordem de A = n.
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Definicao:
Sejam A uma matriz de ordem n e a um valor préprio de A. Chamamos

subespaca praprio de A associado ao valor proprio o ao conjunto solucao

do sistema homogéneo
(al, — A)X =0.

Este conjunto ¢ denotado por M,,.

M, ={X eR": (al, — A)X =0}

Exercicio6: Determine os valores proprios e os respectivos
subespacos proprios da matriz

ST

Exercicio7: Determine os valores proprios e os respectivos
subespacos proprios da matriz

SR



